
CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 12 

Part III, Chapter 10 
Linear Equations 



Today(Week 13) Topics 

• Chapter 9 Linear Equations 
– Gauss Elimination 
– Gauss-Jordan 
– Gauss-Seidel 
– LU Decomposition 
– Crout Decomposition 

• HW(9) Ch 9 Due Next Week 



MATLAB Programming 
• เราสามารถเขยีน Function การคํานวณโดยใช ้MATLAB 

Editor และบนัทกึเป็น ‘.m’ File 
– ขึน้บนัทดัแรกของ Function ดว้ย 
function [List ของคา่ทีส่ง่คนื]=fname(List ของ Parameter) 
function [x,y,z]=find123(a,b,c) 
– ภายใน Function สามารถใช ้Loop, Branch ไดเ้หมอืนการ

เขยีนโปรแกรม, สามารถกําหนด Local Variable ภายในได ้
เชน่กนั 

– อยา่ลมืวา่ พืน้ฐาน Variable จะเป็น Matrix 
• Function นีส้ามารถเรยีกใชง้านไดใ้น MATLAB 
• ดรูายละเอยีดใน Tutorial 4-5 ของ MATLAB 



Ex: หารากของ 
• x=-10:.1:10; 
• y=sin(3*x).*exp(-cos(x))+cos(2*x).*exp(-sin(x)); 
• plot(x,y) 

xx exexxf sincos 2cos3sin)( −− ⋅+⋅=



เราจะหาคําตอบในชว่ง [0, 2] 
 

x =0.95774795776341  



MATLAB: Bisection Mtd. 
• function [x]=example91a(es) 
• % Calculate using Bisection Method between [0,2] 
• ea = inf; 
• xr = inf; 
• it=0; 
• xl=0; 
• xu=2; 
• while(ea > es) 
•     it = it+1; 
•     pxr=xr; 
•     fxl=sin(3*xl).*exp(-cos(xl))+cos(2*xl).*exp(-sin(xl)); 
•     fxu=sin(3*xu).*exp(-cos(xu))+cos(2*xu).*exp(-sin(xu)); 
•     xr=(xl+xu)/2; 
•     fxr=sin(3*xr).*exp(-cos(xr))+cos(2*xr).*exp(-sin(xr)); 
•     ea = abs((xr-pxr)/xr)*100; 
•     x=[it xl fxl xu fxu xr fxr ea]    
•     if(fxl*fxr > 0.0) 
•         xl=xr; 
•     elseif (fxl*fxr < 0.0) 
•         xu=xr; 
•     else 
•         ea=0.0; 
•     end 
• end 
 



Bisection Results:>> example91a(0.01) 

• x =    1.0000         0    1.0000    2.0000   -0.6869    1.0000   -0.0972       Inf 
• x =    2.0000         0    1.0000    1.0000   -0.0972    0.5000    0.7493  100.0000 
• x =    3.0000    0.5000    0.7493    1.0000   -0.0972    0.7500    0.4101   33.3333 
• x =    4.0000    0.7500    0.4101    1.0000   -0.0972    0.8750    0.1774   14.2857 
• x =    5.0000    0.8750    0.1774    1.0000   -0.0972    0.9375    0.0451    6.6667 
• x =    6.0000    0.9375    0.0451    1.0000   -0.0972    0.9688   -0.0249    3.2258 
• x =    7.0000    0.9375    0.0451    0.9688   -0.0249    0.9531    0.0104    1.6393 
• x =    8.0000    0.9531    0.0104    0.9688   -0.0249    0.9609   -0.0072    0.8130 
• x =    9.0000    0.9531    0.0104    0.9609   -0.0072    0.9570    0.0016    0.4082 
• x =   10.0000    0.9570    0.0016    0.9609   -0.0072    0.9590   -0.0028    0.2037 
• x =   11.0000    0.9570    0.0016    0.9590   -0.0028    0.9580   -0.0006    0.1019 
• x =   12.0000    0.9570    0.0016    0.9580   -0.0006    0.9575    0.0005    0.0510 
• x =   13.0000    0.9575    0.0005    0.9580   -0.0006    0.9578   -0.0000    0.0255 
• x =   14.0000    0.9575    0.0005    0.9578   -0.0000    0.9576    0.0002    0.0127 
• x =   15.0000    0.9576    0.0002    0.9578   -0.0000    0.9577    0.0001    0.0064 

 
• ans = 
• 15.00000000000000   0.95776367187500  -0.00003535871565   0.95770263671875   

0.00023929892750  0.95770263671875   0.00010197464576   0.00637308010962 
 

Iter    xl      fxl     xu    fxu      xr      fxr      ea 

x =0.95774795776341 
True error = 0.004732%  



Other Results: xt= 0.95774795776341 
• Es = 0.01% 

– It = 15;xr=0.95770263671875 
– Ea=0.006373%, et =  0.004732% 

• Es = Es = 0.001% 
– It = 18;xr=0.95774078369141 
– Ea=0.0007966%, et =  0.0007491% 

• Es = 0.0001% 
– It = 21;xr=0.95774745941162 
– Ea=0.00009957%, et =  0.00005203% 

• Es = 0.000001% 
– It = 28;xr=0.95774795860052 
– Ea=0.0000007779%, et =  8.740e-008% 

 
 



MATLAB: False-Position 
• function [x]=example91b(es) 
• % Calculate using False-Position Method between [0,2] 
• ea = inf; 
• xr = inf; 
• it=0; 
• xl=0; 
• xu=2; 
• while(ea > es) 
•     it = it+1; 
•     pxr=xr; 
•     fxl=sin(3*xl).*exp(-cos(xl))+cos(2*xl).*exp(-sin(xl)); 
•     fxu=sin(3*xu).*exp(-cos(xu))+cos(2*xu).*exp(-sin(xu)); 
•     % xr=(xl+xu)/2; 
•     xr=xu-((fxu*(xl-xu))/(fxl-fxu)); 
•     fxr=sin(3*xr).*exp(-cos(xr))+cos(2*xr).*exp(-sin(xr)); 
•     ea = abs((xr-pxr)/xr)*100; 
•     x=[it xl fxl xu fxu xr fxr ea]    
•     if(fxl*fxr > 0.0) 
•         xl=xr; 
•     elseif (fxl*fxr < 0.0) 
•         xu=xr; 
•     else 
•         ea=0.0; 
•     end 
• end 
 



FP Results:>> example91b(0.01) 

• x =    1.0000         0    1.0000    2.0000   -0.6869    1.1856   -0.5611       Inf 
• x =    2.0000         0    1.0000    1.1856   -0.5611    0.7595    0.3940   56.1096 
• x =    3.0000    0.7595    0.3940    1.1856   -0.5611    0.9353    0.0500   18.7964 
• x =    4.0000    0.9353    0.0500    1.1856   -0.5611    0.9557    0.0045    2.1423 
• x =    5.0000    0.9557    0.0045    1.1856   -0.5611    0.9576    0.0004    0.1922 
• x =    6.0000    0.9576    0.0004    1.1856   -0.5611    0.9577    0.0000    0.0166 
• x =    7.0000    0.9577    0.0000    1.1856   -0.5611    0.9577    0.0000    0.0014 

 
• ans = 
•  7.00000000000000   0.95773289766706   0.00003388653487   1.18559512875289  

-0.56109590391892   0.95774665822935   0.00000292408716   0.00143676432376 

Iter      xl         fxl       xu     fxu        xr        fxr       ea 

x =0.95774795776341 
True error = 0.0001357 %  



Other Results: xt= 0.95774795776341 
• สน้ํีาเงนิไดจ้าก Bisection Method 
• สเีขยีวไดจ้าก False-Position Method 
• Es = 0.01% 

– It = 15;xr=0.95770263671875 Ea=0.006373%, et =  0.004732% 
– It = 7;xr=0.95774665822935 Ea=0.001437%, et =  0.0001357% 

• Es = Es = 0.001% 
– It = 18;xr=0.95774078369141 Ea=0.0007966%, et =  0.0007491% 
– It = 8;xr=0.95774784562942 Ea=0.0001240%, et =  0.00001171% 

• Es = 0.0001% 
– It = 21;xr=0.95774745941162 Ea=0.00009957%, et =  0.00005203% 
– It = 9;xr=0.95774794808763 Ea=0.00001070%, et =  0.000001010% 

• Es = 0.000001% 
– It = 28;xr=0.95774795860052 Ea=0.0000007779%, et =  8.740e-008% 
– It = 10;xr=0.95774795692851 Ea=0.0000009231%, et =  8.717e-008% 

 
 



Newton-Ralphson Method 
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MATLAB Program: 
• function [x]=example91c(es,x0) 

 
• % Calculate solution using Newton-Ralphson, x0=initial; 

 
• it=0; 
• xi=x0; 
• ea=inf; 
• while (ea > es) 
•     it = it+1; 
•     fxi=sin(3*xi)*exp(-cos(xi))+cos(2*xi)*exp(-sin(xi)); 
•     dfxi=exp(-cos(xi))*(sin(3*xi)*sin(xi)+3*cos(3*xi))... 
•         -exp(-sin(xi))*(cos(2*xi)*cos(xi)+2*sin(2*xi)); 
•     pxi=xi; 
•     xi=pxi-fxi/dfxi; 
•     ea=abs((xi-pxi)/xi)*100; 
•     x=[it pxi fxi dfxi xi ea] 
• end 

 



Result: ea=0.01, xo=? 
• X0=0 โปรแกรมจะ Converge เขา้สูจ่ดุอืน่ดา้นซา้ย 
• X0=2 โปรแกรมจะ Converge เขา้สูจ่ดุอืน่ดา้นขวา 
• ดรูปู 
• ถา้ x0 = 0.5 หรอื 1.5 โปรแกรมจะ Converge เขา้

จดุทีต่อ้งการอยา่งรวดเร็วมาก 
• เป็นไปไดท้ีเ่ราเลอืกจดุทีโ่ปรแกรมไม ่Converge 
• เราอาจจะใช ้Bisection Method กอ่นเพือ่หาจดุ 

x0 ทีด่ ีจากนัน้ตอ่ดว้ย Newton-Ralphson เพือ่ให ้
ไดคํ้าตอบอยา่งรวดเร็ว 



เราจะหาคําตอบในชว่ง [0, 2] 
 

x =0.95774795776341  X0=0 

X0=2 

2.1310 



Ex: หารากของ 
• x=-10:.1:10; 
• y=sin(3*x).*exp(-cos(x))+cos(2*x).*exp(-sin(x)); 
• plot(x,y) 

xx exexxf sincos 2cos3sin)( −− ⋅+⋅=

-9.2837 

กรณีเลอืก x0 = 0 



Result: x0=0.5, es = 0.01 

• x =    1.0000    0.5000    0.7493   -1.0485    1.2146   58.8351 
• x =    2.0000    1.2146   -0.6362   -2.5824    0.9683   25.4413 
• x =    3.0000    0.9683   -0.0238   -2.2755    0.9578    1.0939 
• x =    4.0000    0.9578   -0.0001   -2.2502    0.9577    0.0061 

 
• x =    4   0.95780651884294  -0.00013177280  -2.25024858111352   

0.95774795962033  0.00611426231998 

Iter             xi              fxi          dfxi         xi+1           ea 

x =0.95774795776341 
True error = 0.0000001939 %  



Result: x0=0.5, es = 0.000001 

• x =    1.0000    0.5000    0.7493   -1.0485    1.2146   58.8351 
• x =    2.0000    1.2146   -0.6362   -2.5824    0.9683   25.4413 
• x =    3.0000    0.9683   -0.0238   -2.2755    0.9578    1.0939 
• x =    4.0000    0.9578   -0.0001   -2.2502    0.9577    0.0061 
• x =    5.0000    0.9577   -0.0000   -2.2501    0.9577    0.0000 

 
 

• x =   5   0.95774795962033  -0.00000000417826  -
2.25010587635298   0.95774795776341 0.00000019388349 

Iter             xi              fxi          dfxi         xi+1           ea 

x =0.95774795776341 
True error = 0.000000000000000 %  



Compare : xt =0.95774795776341 
• Es = 0.01% 

– It = 15;xr=0.95770263671875 Ea=0.006373%, et =  0.004732% 
– It = 7;xr=0.95774665822935 Ea=0.001437%, et =  0.0001357% 
– It = 4;xi= 0.95774795962033 Ea=0.006114%, et = 0.0000001939 % 

• Es = Es = 0.001% 
– It = 18;xr=0.95774078369141 Ea=0.0007966%, et =  0.0007491% 
– It = 8;xr=0.95774784562942 Ea=0.0001240%, et =  0.00001171% 
– It = 5;xi= 0.95774795776341 Ea=0.0000001939%, et  < 1.0e-15 % 

• Es = 0.0001% 
– It = 21;xr=0.95774745941162 Ea=0.00009957%, et =  0.00005203% 
– It = 9;xr=0.95774794808763 Ea=0.00001070%, et =  0.000001010% 
– It = 5;xi= 0.95774795776341 Ea=0.0000001939%, et  < 1.0e-15 % 

• Es = 0.000001% 
– It = 28;xr=0.95774795860052 Ea=0.0000007779%, et =  8.740e-008% 
– It = 10;xr=0.95774795692851 Ea=0.0000009231%, et =  8.717e-008% 
– It = 5;xi= 0.95774795776341 Ea=0.0000001939%, et  < 1.0e-15 % 

 
 

เพยีง 5 iteration วธิขีอง Newton-Ralphson 
ให ้Error นอ้ยจน Double Precision วัดไมไ่ด ้
แตข่อ้เสยีคอืจดุ x0 จะตอ้งเลอืกใหด้ ี



Chapter 10: System of 
Linear Eq. 

• จะ Limit อยูท่ีส่มการ AX=B โดย A เป็น Square 
Matrix 
– N สมการ N Unknown 
– จะมคํีาตอบที ่Unique 
– คําตอบจะมไีดต้อ่เมือ่ A ไมเ่ป็น Singular 

• Determinant ไมเ่ทา่กบั 0 
• A หา Inverse ได ้และ X = A-1B 

– ในกรณีที ่Determinant A ใกลศ้นูย ์แตไ่มใ่ชศ่นูย ์
คําตอบจะ Sensitive กบั Error การคํานวณเมือ่มกีาร
ปัดเศษจะตอ้งระวงั 

• กรณีนี ้เราเรยีกวา่มันเป็น ‘Ill-Conditioned System’ 



System of Linear Equations 
 



Krammer’s Rule 
 



Solution ของ AX=C 

• A-1AX=A-1C 
• X=A-1C 
• Inverse หาไดย้าก แมจ้ะใช ้Computer 

คํานวณ เพราะเป็น O(n4) 



Solution by Elimination 



Gauss Elimination 
 

1. ใน Elimination Step จาก AX=C เราพยายามทําให ้
Matrix A อยูใ่นรปู Upper Diagonal Matrix ดว้ย
ขบวนการ Elimination คอืการบวกและลบแตล่ะแถวเขา้
ดว้ยกนั และคา่ C จะถกูบวกลบตามไปดว้ย 
 

2. เมือ่ A เป็น Upper Diagonal แลว้ การแกส้มการสามารถ
ทําไดง้า่ย โดยเราหา xn กอ่นในแถวสดุทา้ยของสมการ 
จากนัน้นํา xn ทีห่าไดม้าแทนคา่ เพือ่หา xn-1 ในแถวรอง
สดุทา้ย เนือ่งจากเป็นการแทนคา่เพือ่หา Unknown 
ยอ้นหลงั เราจงึเรยีก Back-Substitution 



Gauss Elimination 
• จาก 

CAX =



Gauss Elimination 
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Gauss Elimination 
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Gauss Elimination 
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Gauss Elimination 
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Gauss Elimination 
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Back Substitution 
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Gauss Elimination Alg 
• Elimination by Forward Substitution 
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• Back-Substitution 



Gauss Elimination Alg 
• Back-Substitution 



Example 8.1 
 



Example 8.1 
 



Example 8.1 
• Back Substitution 
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Iterative Method and 
Gauss-Seidel 
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Gauss-Seidel: Ex 8.4 
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Jacobi Method 

 



Convergence of Iterative 
Method 

 



Break 
• After Break 

– LU Decomposition 
 



LU Decomposition 
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Summary Chapter 8 
 



Homework 9, Chapter 10 

• DOWNLOAD 
• คาํนวณแนะนําใหเ้ขยีนโปรแกรม หรอืใช ้

MATLAB หรอืใช ้Spreadsheet(Excel) 
• หยดุ 2 สปัดาห ์

– การบา้น สง่ตน้ช ัว่โมง พธุ 20 เมษายน 



End of Chapter 10 
• Next Week (Wk 13) 

– No Class วันจักร ี

• Following Week (Wk 14) 
– No Class วันสงกรานต ์

• Week 15; Chapter 11 
– April 20 
– Numerical Differentiation and 

Integration 
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